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ZADANIE 1. Niech p ∈ [1,∞). Sprawdź, że ukÃlad wektorów E = {e(1), e(2), . . . },
gdzie e(n) = (0, 0, 0, . . . , 0, 1, 0, 0, 0, . . . ) (jedynka na miejscu n-tym) jest baza̧ topo-
logiczna̧ w `p.

ROZWIA̧ZANIE: Niech x = (xn) ∈ `p. Sprawdzimy, że x =
∑∞

n=1 xne(n), gdzie
szereg jest zbieżny w `p, tzn., że cia̧g sum czȩściowych

∑N
n=1 xne(n) zbiega (przy

N →∞) do x w normie `p (potem sprawdzimy jednoznaczność rozwiniȩcia). A wiȩc
najpierw trzeba zbadać normy ‖x−∑N

n=1 xne(n)‖. Pod norma̧ mamy różnicȩ, gdzie
odjemna to x, czyli cia̧g (x1, x2, . . . ), a odjemnik to cia̧g (x1, x2, . . . , xN , 0, 0, 0, . . . ).
Zatem różnica ta to cia̧g (0, 0, 0, . . . , 0, xN+1, xN+2, . . . ). Jego norma w `p podnie-
siona do potȩgi p wynosi

∑∞
n=N+1 |xn|p, a to, jako ogon szeregu zbieżnego, zbiega

do zera przy N →∞. Zatem normy bez potȩgi p też zbiegaja̧ do zera.
UWAGA: Argument ten nie stosuje siȩ do przestrzeni `∞, gdyż tam normȩ liczy siȩ
zupeÃlnie innym wzorem.
Teraz jednoznaczność rozwiniȩcia. Wystarczy pokazywać, że 0 (zero w przestrzeni
`p) wyraża siȩ jedynie jako szereg

∑∞
n=1 xne(n), gdzie wszystkie wspóÃlczynniki xn

sa̧ zerami. Przypuśćmy, że
∞∑

n=1

xne(n) = 0.

gdzie szereg jest zbieżny w normie `p. To oznacza, że normy sum skończonych
zbiegaja̧ do zera, czyli, że

lim
N→∞

N∑
n=1

|xn|p = 0.

Ale to oznacza, że szereg liczbowy
∑∞

n=1 |xn|p jest zbieżny do zera, w szczególności
jest to szereg zbieżny. To to samo, co powiedzieć, że cia̧g x = (xn) należy do `p. Z
pierwszej czȩści zadania wiemy, że wtedy szereg

∑∞
n=1 xne(n) jest zbieżny w `p do

elementu x. Ale my zaÃlożylísmy, że ten wÃlaśnie szereg jest zbieżny w `p do 0. Zatem
z jednoznaczności granicy w normie `p dostajemy, że x jest elementem zerowym w
`p, czyli jest to cia̧g samych zer. Pokazalísmy, że xn = 0 dla wszystkich n, a o to
chodziÃlo.

ZADANIE 2. Podaj przykÃlad cia̧gu funkcji fn ∈ C([0, 1]) i funkcji f ∈ C([0, 1])
takich, że P (fn) → P (f), gdzie P jest funkcjonaÃlem polegaja̧cym na obliczeniu
caÃlki miara̧ Lebesgue’a, ale mimo to fn 6→ f sÃlabo.

ROZWIA̧ZANIE: Na przykÃlad niech fn(x) = xn i f = 0 (funkcja tożsamościowo
równa zeru). Wtedy P (fn) =

∫ 1

0
xn dx = 1

n+1 i to da̧ży (po n) do zera, które można



zapisać jako P (0), natomiast nie ma zbieżności sÃlabej, gdyż, jeśli za funkcjonaÃl P1

weźmiemy caÃlkȩ miara̧ skupiona̧ w 1, to dla każdego n, P1(fn) = fn(1) = 1, co nie
zbiega do P1(0) = 0.

ZADANIE 3. W przestrzeni Hilberta H dana jest podprzestrzeń domkniȩta H0 oraz
dwa wektory u ∈ H i v0 ∈ H0. Udowodnij, że wektory te sa̧ wzajemnie ortogonalne
wtedy i tylko wtedy, gdy wzajemnie ortogonalne sa̧ v0 i rzut wektora u na H0.

ROZWIA̧ZANIE: Oznaczmy przez u0 rzut u na H0. Wtedy mamy

〈u|v0〉 = 〈(u− u0) + u0|v0〉 = 〈u− u0|v0〉+ 〈u0|v0〉.

Pierwszy iloczyn skalarny jest zero, bo v0 ∈ H0 oraz u− u0 ∈ H⊥
0 . Zatem

(1) 〈u|v0〉 = 〈u0|v0〉,

w szczególności pierwszy iloczyn jest zero wtedy i tylko wtedy gdy drugi jest zero.

ZADANIE 4. Sprawdż, że ukÃlad {z1, z2, . . . }, gdzie

z1 = ( 1√
2
, 1√

2
, 0, 0, 0, 0, 0, 0, . . . )

z2 = ( 1√
2
, − 1√

2
, 0, 0, 0, 0, 0, 0, . . . )

z3 = (0, 0, 1√
2
, 1√

2
, 0, 0, 0, 0, . . . )

z4 = (0, 0, 1√
2
, − 1√

2
, 0, 0, 0, 0, . . . )

z5 = (0, 0, 0, 0, 1√
2
, 1√

2
, 0, 0, . . . )

z6 = (0, 0, 0, 0, 1√
2
, − 1√

2
, 0, 0, . . . )

...

jest baza̧ ortonormalna̧ w `2.

ROZWIA̧ZANIE: Ortogonalność jest oczywista oprócz dla par takich jak na przyk-
Ãlad z3, z4. Ale 〈z3, z4〉 = 1

2 − 1
2 = 0, tak samo bȩdzie dla wszystkich innych “podej-

rzanych” par. Normalność: sprawdzimy przykÃladowo ‖z4‖ (dla reszty bȩdzie tak
samo): ‖z4‖2 = 〈z4, z4〉 = 1

2 + 1
2 = 1, czyli OK. Czyli jest to ukÃlad ortonormalny.

Teraz trzeba sprawdzić, że rozpina on caÃla̧ przestrzeń `2. Wystarczy wygenerować
wektory bazy standardowej. Wygenerujemy sobie dla przykÃladu dwa wektory z
tej bazy: e3 = (0, 0, 1, 0, 0, . . . ) i e4 = (0, 0, 0, 1, 0, 0, . . . ) (inne bȩdzie siȩ robić
podobnie). No wiȩc, jak Ãlatwo widać, mamy

e3 = 1√
2
(z3 + z4) oraz

e4 = 1√
2
(z3 − z4).

ZADANIE 5. W przestrzeni Hilberta H dana jest podprzestrzeń domkniȩta H0.
Oznaczmy przez T rzut ortonormalny na H0. Jest to operator liniowy i cia̧gÃly z H



na H0. Znajdź operator sprzȩżony T ∗ (najpierw trzeba ustalić z jakiej przestrzeni
do jakiej bȩdzie on dziaÃlaÃl, a potem jakim wzorem siȩ wyraża).
Wskazówka: Kto zrobiÃl zadanie 3, to być może wyprowadziÃl wzór, który teraz może
siȩ przydać.

ROZWIA̧ZANIE: Wiemy, że H∗ = H oraz H∗
0 = H0 (bo H0 jako domkniȩta

podprzestrzeń przestrzeni Hilberta jest też przestrzenia̧ Hilberta). Zatem T ∗ dziaÃla
z H0 do H. Aby ustalić wzór trzeba T ∗ naÃlożyć na element v0 ∈ H0 traktowany
jako funkcjonaÃl na H0 i to potraktować jako funkcjonaÃl na H, czyli naÃlożyć na
dowolny element u przestrzeni H, potem przenieść T ∗ (już bez gwiazdki) na u:

〈u|T ∗v0〉 = 〈Tu|v0〉.

Teraz “przypominamy sobie”, że Tu to rzut ortogonalny u na H0 (powiedzmy, że
rzut ten oznaczymy przez u0), czyli otrzymalísmy:

〈u|T ∗v0〉 = 〈u0|v0〉.

Ale to ostatnie już znamy z rozwia̧zania zadania 3 (wzór (1)). To jest to samo, co
〈u|v0〉. Ostatecznie pokazalísmy, że dla dowolnego u ∈ H,

〈u|T ∗v0〉 = 〈u|v0〉,

czyli po prostu, że T ∗v0 = v0. Innymi sÃlowy, T ∗ jest operatorem tożsamościowym
(obciȩtym do H0).
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